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Abstract
We study some decision problems concerning the tiling of the plane
with Wang tiles  We present a proof for the undecidability of the
tiling problem for the whole plane and also for the periodic tiling  In
these poofs an aperiodic tile set is constructed  We are interested in
the second part in the link between the cardinality of possible tilings
of the plane with a given tile set and the existence of a periodic
tiling  We are also interested in the property of quasiperiodicity
and prove that all tile sets that tile the plane may tile the plane
quasiperiodically 
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Resume
Nous nous interessons a des problemes de decidabilite des pavages du
plan par des tules de Wang  Nous etudions le probleme du pavage
du plan avec une tuile imposee a lorigine et nous montrons que
ce probleme est indecidable  Ensuite nous donnons une preuve de
lindecidabilite du pavage du plan la demonstration de ce resultat
nous permet dexhiber un jeu de tuiles aperiodique  Enn nous
montrons lindecidabilite du pavage periodique du plan 
Nous etudions dans la suite des problemes lies a la periodicite  Dans
les constructions precedentes nous avons vu quil existe au moins
un jeu de tuiles aperiodique  Ceci nous amene a nous interesser au
lien entre la cardinalite de lensemble des pavages possibles pour un
certain jeu de tuiles et la periodicite dun des pavages donne par
ce jeu  Finalement nous nous interessons a la generalisation de la
notion de periodicite quest la quasiperiodicite et nous prouvons que
tout ensemble de tuiles pavant le plan permet de le paver quasipe
riodiquement 
Motscles  indecidabilite pavages periodicite quasiperiodicite
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Introduction
Lobjet de ce rapport est letude des pavages du plan par des tuiles de Wang 
Une tuile de Wang est un carre de taille unite dont les aretes sont colorees  Pour
obtenir un pavage du plan par un jeu de tuiles donne il su	t de placer des copies
de ces tuiles cote a cote de telle sorte que deux aretes adjacentes aient la meme
couleur  On ne doit ni tourner ni retourner les tuiles 
Apres avoir mis au point quelques denitions et quelques methodes de base
nous nous interessons aux problemes de decidabilite concernant les pavages du
plan  Nous nous interessons au probleme du pavage du plan avec une tuile im
posee a lorigine et nous voyons que ce probleme est lui indecidable  Ensuite
nous montrons que le probleme du pavage du plan est indecidable et la demons
tration de ce resultat nous permet dexhiber un jeu de tuiles aperiodique  Enn
nous montrons lindecidabilite du pavage periodique du plan 
Dans une derniere partie nous regardons plus particulierement les pro
blemes lies a la periodicite  Dans la partie precedente nous avons vu quil
existe au moins un jeu de tuiles aperiodique  Cela nous amene a nous deman
der sil existe une condition su	sante pour savoir si un jeu de tuiles donne est
aperiodique  Nous sommes donc amenes a nous interesser au lien entre la car
dinalite de lensemble des pavages possibles pour un certain jeu de tuiles et la
periodicite dun des pavages donne par ce jeu  Finalement nous nous interes
sons a une generalisation de la notion de periodicite quest la quasiperiodicite
et nous prouvons que tout ensemble de tuiles pavant le plan permet de le paver
quasiperiodiquement 
Le plan est de ce rapport donc le suivant 

 Denitions et methodes de bases 
 Problemes de decidabilite 
 Periodicite et quasiperiodicite 
   Rapport de stage de  ere annee du Magistere dInformatique de lENS Lyon eectue par
Cyril Allauzen sous la direction de Bruno Durand

Les parties  et  utilisent certains resultats de la partie  mais ces deux
parties sont independantes  Les trois sections constituant la partie  sont aussi
independantes 
  Denitions et methodes de base
Une tuile de Wang est un carre unite dont les aretes sont colorees  La tuile
dont les couleurs des aretes gauche droite haut et bas sont respectivement
p  q  r et s est notee par le quadruplet p  q  r  s comme lillustre la gure  
Ces tuiles ont ete introduites par Hao Wang dans   Un jeu de tuiles est un
ensemble ni de tuiles de Wang 
p
s
r
q
Fig    Une tuile de Wang 
Un pavage du plan est obtenu en utilisant autant de fois que souhaite des
copies des tuiles du jeu que lon sest xe  On est autorise a translater ces copies
mais aucune rotation ni symetrie des tuiles nest permise  Les tuiles sont placees
de telle sorte que leurs centres concident avec les points de Z  et leurs aretes
doivent etre orientees verticalement et horizontalement  On impose que deux
aretes adjacentes doivent avoir la meme couleur  Un pavage du plan par des
tuiles dun jeu T peut etre vu comme une application de Z  dans T veriant la
condition suivante 
 deux aretes adjacentes sont de meme couleur 
Ainsi une application de Z  dans T pave bien une partie P de Z  si et
seulement si les tuiles associees a deux points voisins ont la meme couleur sur
leurs aretes adjacentes  Une telle application est un pavage du plan si elle pave
bien P Z  
Nous utiliserons souvent dans ce rapport le lemme suivant dont la demons
tration nous permet dintroduire le procede dextraction diagonale 
Lemme  On peut paver le plan par les tuiles dun jeu T si et seulement des
carres de toutes tailles peuvent etre paves 
Preuve Procede dextraction diagonale  Supposons que des carres de toutes
tailles peuvent etre paves  Superposons tous ces carres en les centrant a lorigine 
Considerons les tuiles qui sont superposees sur lorigine 
 elles sont en nombre
inni  or il ny a quun nombre ni de tuiles distinctes dans T   Une de ces
tuiles apparat donc un nombre inni de fois  Placons cette tuile a lorigine et
supprimons de notre famille tous les carres ou cette tuile napparat pas au
centre 
Parcourons maintenant le plan a laide dune spirale centree a lorigine  Sup
posons que lon ait deja pave les n premiers points de la spirale  Considerons les
tuiles qui sont superposees sur le nieme point  Elles sont en nombre inni

or il ny a quun nombre ni de tuiles distinctes  Une de ces tuiles apparat donc
un nombre inni de fois  Placons cette tuile au nieme point et supprimons
de notre famille tous les carres ou cette tuile napparat pas au bon endroit 
Montrons maintenant que le pavage obtenu est correct  Considerons une
tuile et ses  voisines  Ces  tuiles apparaissaient a cette position dans lun des
carres bien paves  Les couleurs des bords en contact sont donc les memes 
La reciproque est triviale   
Denition  Soit T un jeu de tuiles et f 
Z    T un pavage  Le pavage f
est periodique de periode a  b  Z  avec a  b   si et seulement si x  y 
Z  fx  y  fxa  y  fx  yb i e  sil existe un rectangle dune certaine
taille qui se repete pour couvrir le plan 
Nous avons donc deni la periodicite comme linvariance par deux transla
tions orientees par Ox et Oy  On dit quun pavage est simplement periodique
sil existe une translation le laissant invariant 
Theoreme  Si un jeu ni de tuiles permet de faire un pavage simplement
periodique du plan alors il permet aussi den faire un periodique 
Preuve  Soit T un jeu de tuiles et f un pavage simplement periodique par des
tuiles de T   Supposons que le vecteur correspondant a la translation laissant
invariant le pavage soit horizontal et ait pour coordonnees a    Considerons
alors lensemble des segments f  y  fa   y pour y  Z  Comme f est
invariant par la translation de vecteur a   la couleur de larete de gauche
de f  y est la meme que celle de larete de droite de fa    y  Comme il
ny a quun nombre ni de segments de longueur a distincts cela signie quil
existe deux entiers relatifs y et y  tels que les segments f  y  fa   y
et f  y   fa    y  soient identiques  On pose b  jy  y j  Considerons
le rectangle dont deux des sommets ont pour coordonnees   y et a   y  
Dapres ce que lon a vu plus haut les couleurs des aretes du cote gauche du
rectangle sont les memes que celles des aretes du cote droit  De plus comme
les segments f  y  fa   y et f  y   fa   y  sont identiques les
couleurs des aretes du cote superieur du rectangle sont les memes que celles des
aretes du cote inferieur  Si lon repete ce rectangle de facon a couvrir le plan
on obtient un pavage par des tuiles de T qui est periodique de periode a  b 
Dans le cas ou le vecteur de translation nest pas parallele a un des axes de
coordonnees une demonstration semblable mais un peu plus lourde permet de
conclure de meme   
Denition  Un jeu de tuiles est aperiodique sil existe un pavage du plan
par ces tuiles mais aucun pavage periodique 
 Problemes de decidabilite
On appelle probleme du pavage du plan resp  du pavage periodique du
plan le probleme qui consiste a savoir si un jeu de tuiles permet de paver resp 

de paver periodiquement le plan  Dans  Wang enonca la conjecture qui sest
revelee depuis fausse que nimporte quel jeu de tuiles permettant de paver le
plan permet aussi dobtenir un pavage periodique  Il y aurait alors une methode
de decision pour savoir si un jeu de tuiles permet de paver le plan  En eet dans
ce cas il y a une methode de decision pour determiner si un jeu de tuiles donne
permet de paver le plan  Il su	t de former tous les carres possibles a partir
de ce jeu de tuiles en commencant par les carres les plus petits jusqua ce que
lon trouve un carre avec lequel on peut paver le plan periodiquement ou que
lon trouve un carre qui ne peut pas etre pave  Le premier cas se produit si et
seulement si lon peut paver le plan periodiquement le second si et seulement
si lon ne peut pas paver le plan  On en deduit donc le resultat suivant 

Theoreme  Si le probleme du pavage du plan est indecidable alors il existe
un jeu de tuiles aperiodique 
En fait on a aussi le resultat suivant etablit par Robert Berger dans  

Theoreme  	Berger
 Le probleme du pavage du plan par des tuiles de
Wang est indecidable 
Pour mener a bien cette preuve Berger a eu besoin de trouver un jeu de
tuiles aperiodique  Ce jeu contenait plus de  tuiles  La preuve etait donc
tres complexe et a ete simpliee depuis par Robinson dans   Cest cette preuve
que nous allons etudier  Le jeu aperiodique quelle fait intervenir ne contient que
 tuiles  Ce jeu de tuiles nous permettra aussi de demontrer lindecidabilite du
probleme du pavage periodique du plan 
Avant de nous lancer dans la demonstration du theoreme de Berger nous
allons dabord nous interesser au probleme du pavage du plan lorsque la tuile
posee a lorigine est imposee  Ceci nous permettra detablir un lien entre les
pavages et les machines de Turing 
  Pavages et machines de Turing
Nous considerons maintenant le probleme du pavage du plan a lorigine
imposee probleme qui consiste a savoir si lon peut paver le plan avec un jeu de
tuiles donne une tuile particuliere ayant deja ete posee a lorigine  On a alors
le resultat suivant 

Theoreme  	Wang
 Le probleme du pavage du plan avec une origine im	
posee est indecidable 
Preuve  La demonstration de lindecidabilite de ce probleme consiste a se ra
mener a lindecidabilite du probleme de larret des machines de Turing sur
lentree vide  Considerons une machine de Turing a un ruban biinni  Soit
Q  fqo  q  g lensemble ni des etats de la machine soit q  Q letat ini
tial et Qf  Q lensemble des etats naux  Soit S  fs  s  g lensemble
ni des symboles et s  S le symbole blanc  Soit M  fL Rg lensemble des

mouvements possibles de la tete de lecture  A chaque instant la tete de lec
tureecriture lit une des cases du ruban  Laction de la machine est determinee
par la fonction de transition  
 QQf  S   S M  Q  Le fait que
qi  sj  sk  L  ql ou sk  R  ql
indique que si la machine est dans letat qi et lit le symbole sj  alors elle ecrit
sk se deplace vers la gauche ou la droite et passe dans letat ql  Lorsque la
machine arrive dans un etat nal q  Qf  elle sarrete  Le probleme de larret
se formule ainsi 
 il nexiste pas dalgorithme pour decider si une machine de
Turing donnee sarrete lorsquelle a commence son calcul sur un ruban blanc 
Nous allons voir comment on peut deduire dune machine de Turing un pa
vage du plan  Le ruban de la machine de Turing sera represente horizontalement
et le temps verticalement 
La conguration de la machineruban tete de lecture etat a deux instants
consecutifs sera represente sur les aretes inferieures et superieures dune ligne
de tuile  Le jeu de tuiles utilise est celui forme par les tuiles des gures  a  
s
s
k
k
Fig    Tuile alphabet
s s
ss
q q
qq
i i
ii
j
j j
Fig    Tuiles de fusion
La couleur dune arete est le couple forme par letiquette de larete et la
direction de la  eche associee a cette arete 
La tuile alphabet gure  transmet sans le modier le symbole sk elle est
utilisee pour tout k  Les tuiles de fusion gure  combinent un etat qi avec
un symbole sj   Elles sont autorisees pour tous i et j bien que certaines de ces
tuiles ne seront pas utilisees  La premiere ou la seconde tuile de la gure  sont
autorisees si et seulement si qi  sj  sk  L  ql ou sk  R  ql  
s s
ss
qq
q qii
jj
j j
l l
Fig    Tuiles daction

Supposons que lon ait une ligne de tuiles dont les aretes superieures repre
sentent la conguration de la machine a linstant t  Une de ces aretes a une
 eche vers le haut etiquetee par qisj  et les autres ont des  eches vers le haut
avec des etiquettes du type sk  Alors la ligne de tuile au dessus de la ligne
donnee est determinee de facon unique et ces aretes superieures representent
necessairement la conguration de la machine a linstant t    Bien sur le
pavage de cette ligne nest possible que si la machine ne sest pas arretee au
temps t 
On suppose maintenant que la machine de Turing commence son calcul sur
un ruban blanc  On utilise alors les tuiles de la gure  pour representer la
conguration initiale de la machine 
s q s s0 0 0 0
Fig    Tuiles de depart
On considere le jeu de tuiles forme par les tuiles des gures  a  et de la
tuile blanche  On suppose que lon impose la presence de la seconde tuile de
la gure  a lorigine  Alors la gauche resp  droite de la ligne de depart est
necessairement constituee avec la premiere resp  troisieme tuile de la gure  
Alors on doit necessairement paver le demiplan inferieur avec la tuile blanche 
Les aretes superieures de la ligne  represente la conguration initiale de la
machine  n peut donc paver le demiplan superieur et donc le plan grace au
theoreme   si et seulement si la machine de Turing ne sarrete pas 
On en deduit quil nexiste pas de methode pour decider si lon peut paver
le plan avec un jeu de tuiles en imposant quune certaine tuile apparaisse a
lorigine   
Interessonsnous maintenant au probleme du pavage ni du plan  On se
donne un jeu de tuiles T et une tuile blanche b  T   Ce probleme consiste a
savoir si lon peut paver le plan avec le jeu de tuiles T  fbg de telle facon quil
ny ait quun nombre ni non nul de points du plan qui soient associes a une
tuile de T   Nous allons montrer le resultat suivant 
Theoreme  Le probleme du pavage ni du plan est indecidable 
Preuve  Pour demonter ce resultat nous allons considerer le jeu de tuiles consti
tue des tuiles des gures  a  auquel on ajoute les tuiles des gures  et  
Fig   

isq ss i if
Fig   
is i
s
s 0 s0q s0 0s 0 s0
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q s
if
Fig  ! 
Les tuiles de la gure  existent pour tout si  S et pour tout qf  Qf  
Si on a un pavage ni alors il est necessairement de la forme montree a la
gure ! et donc la machine sarrete 
On en deduit que lon peut faire un pavage ni du plan avec le jeu de tuiles
propose seulement si la machine de Turing sarrete  Le probleme du pavage ni
du plan est donc indecidable   
   Le jeu de tuiles aperiodique de Robinson
Le jeu de tuiles de Robinson est constitue des  tuiles de la gure " et des
images de ces tuiles par toutes les rotations et symetries possibles  Comme on
va le montrer dans la suite ce jeu ne permet de construire que des pavages non
periodiques du plan  Ces tuiles ne sont pas exactement des tuiles de Wang car
il y a un marquage par des encoches et des ergots des cotes et des coins  Le
marquage des cotes pourra se traduire sans probleme en un marquage de Wang
mais il sera plus di	cile de la faire pour le marquage des coins  On verra dans
la suite que lon peut deduire de ce jeu un jeu de tuiles de Wang 
Considerons les tuiles obtenues en supprimant le marquage des coins des
tuiles de la gure "  Les deux tuiles de la premiere colonne sont alors identiques 
On represente alors les pointes par des tetes de  eches et les encoches par leurs
queues  Les pointes et encoches symetriques sont representees par une  eche
centrale les antisymetriques par une double  eche une au centre et une decalee
sur le cote  On obtient alors les tuiles de la gure  

Fig  "  Le jeu de tuiles aperiodique de Robinson
Fig    Les cinq tuiles de base
!
Considerons le jeu de tuiles constitue par les tuiles de la gure  et leurs
images par toutes les rotations et symetries  Le jeu ainsi constitue est un jeu de
tuiles de Wang si lon considere que la couleur de chaque arete est lensemble
des couples formes par la position et la direction des  eches qui sont sur cette
arete 
Les tuiles semblables a la premiere tuile de la gure  seront appelees
des croix les autres tuiles des bras  La croix dessinee sur la gure  est
consideree comme orientee vers le haut et la droite  Chaque bras a une  eche
principale la  eche centrale qui traverse la tuile dun cote au cote oppose  Un
bras est considere comme pointant la direction de sa  eche principale  Nous
allons aussi utiliser les symboles abreges de la gure   Le premier carre repre
sente une croix dont lorientation est quelconque le deuxieme carre represente
nimporte quel bras dont la  eche principale est comme indiquee 
Fig    Notation abregee des croix et bras
Dun autre cote si lon enleve plutot le marquage des cotes des tuiles de
la gure " on obtient deux polygones que lon appellera tuile ergotee et tuile
erodee voir gure  
Fig    Tuile ergotee et tuile erodee
Si le plan est pave par ces polygones alors a chaque coin une tuile ergo
tee et trois tuiles erodees doivent se rencontrer  Cette propriete constitue une
condition necessaire et su	sante  Nous allons montrer quelle implique que la
tuile ergotee napparait que sur une ligne sur deux et le long de cette ligne une
fois sur deux ou alors sur une colonne sur deux et le long de cette colonne une
fois sur deux 
Si les deux conditions sont veriees on a un motif regulier comme sur la 
gure  
 les tuiles ergotees apparaissent aux positions dont les deux coordonnees
sont impaires si lon a bien choisit son repere 
Essayons de voir sil y a dautres possibilites et considerons deux lignes
adjacentes  si le long dune ligne des tuiles ergotees apparaissent une fois sur
deux alors lautre ligne est uniquement constituee de tuiles erodees  De plus si
les tuiles ergotees apparaissent une fois sur deux le long dune ligne il en sera de
meme pour une ligne sur deux  On montre de meme que si le long dune colonne
les tuiles ergotees apparaissent une fois sur deux alors elles apparatront sur
une colonne sur deux 
Supposons que lon ait un pavage qui ne soit pas completement regulier
"
Fig   
Fig  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alors on peut trouver trois carres consecutifs dans une ligne ou une colonne
dont le premier est ergote et les deux autres erodes  Placons ces trois carres au
centre de la gure  cela equivaut a faire une rotation dun multiple de  
Alors cela impose la presence des deux tuiles ergotees du haut ce qui impose
alors la presence des tuiles erodees des deux lignes superieures puis des deux
tuiles ergotees de la ligne inferieure  On a donc necessairement le motif de la
gure   Cela signie que les tuiles ergotees doivent apparatre une fois sur
deux le long de la ligne inferieure et de la ligne superieure  Comme on la vu
precedemment cela signie que les tuiles ergotees apparaissent une fois sur deux
le long dune ligne sur deux a une rotation pres  On a donc bien montre que
la tuile ergotee napparat que sur une ligne sur deux et le long de cette ligne
une fois sur deux ou alors sur une colonne sur deux et le long de cette colonne
une fois sur deux 
Considerons un pavage quelconque du plan par les tuiles de base  Nous
allons essayer de voir ce qui se passe dans une direction a partir dune croix
par exemple vers la droite avant de rencontrer une autre croix  En general une
croix sera suivie dune suite nie eventuellement vide de bras droits dun bras
vertical dune suite nie eventuellement vide de bras gauches et nalement
de la croix suivante  La seule exception se produit lorsque lune des suites de
bras est innie 
Deux croix consecutives dans une meme ligne ou colonne sont necessaire
ment faceaface ou dosados  Considerons deux croix faceaface alors le bras
vertical qui se trouve entre les deux croix pointe necessairement vers le bas car
il ne peut y avoir de  eche du cote de la queue de la  eche principale dun bras 
Un motif possible est celui de la gure   Chaque croix est necessairement
limage de lautre dans un miroir 
Considerons maintenant deux croix dosados  Le bras vertical qui se trouve
au centre peut pointer aussi bien vers le haut que vers le bas et les deux croix

Fig    Croix face	a	face
nont plus necessairement leurs doubles  eches verticales dans le meme sens 
Un motif possible est celui de la gure  
Fig    Croix dos	a	dos
La distance entre deux croix faceaface est necessairement impaire  En eet
supposons par exemple que les deux croix soient orientees vers le haut voir
gure  alors toutes les tuiles entre les deux croix ont des queues de  eche
sur leur cote superieur ces tuiles sont soit des bras horizontaux soit des bras
verticaux on en deduit que les tuiles au dessus de ces tuiles sont necessairement
alternativement des croix et des bras vers le bas  La tuile au dessus de la croix
de gauche resp  droite est necessairement un bras vers la gauche resp  droite
car cette tuile possede une queue a gauche resp  droite sur son cote inferieur
la tuile immediatement a droite resp  gauche possede donc des tetes de  eche
sur ses cotes bas et droites cest donc une croix  Cette suite de croix et de bras
vers le bas commence et termine obligatoirement par des croix  On a donc un
nombre impair de tuiles entre nos deux croix faceaface 
Considerons maintenant un pavage par des tuiles de Robinson on a alors la
contrainte selon laquelle sur une ligne sur deux une tuile sur deux doit etre une
croix  Ces croix sont en fait la superposition dune croix et dune tuile ergotee
on les appellera des carre 
Donnonsnous un carre alors il fait face a un autre carre a deux unites
de distance  Cette paire de croix et le bras entre les deux forment la ligne du
dessus ou du dessous de la gure !  La presence dune croix est alors imposee
au centre mais son orientation ne lest pas et on obtient alors necessairement
la situation de la gure !  Le carre est impose par chacun des carres quil
a dans ses coins 
Fig    Motif impose par deux croix face	a	face

Fig  !  Un 
	carre
On peut etendre nimporte quel carre dans la direction de sa croix centrale 
Supposons que cette croix centrale soit orientee vers le haut et la droite  Le 
carre peut etre pris comme la partie inferieure gauche de la gure " et alors le
seul moyen de completer correctement est celui montre sur cette gure " 
De meme on peut etendre un carre dans la direction de sa croix centrale
en un carre et ainsi de suite  On peut donc construire un ncarre pour
tout n  N  Du lemme   on deduit que lon peut paver le plan 
Montrons que tous les pavages par les tuiles de base qui verient la contrainte
des ergots sont non periodiques 
Prenons un pavage par les tuiles de base qui verie la contrainte  Chaque
carre de ce pavage determine de facon unique le carre le carre le 
carre le carre etc  auquel il appartient  On en deduit que pour tout n  
il apparat dans le pavage au moins un n  carre comme le pavage verie
la contrainte des carres y apparaissent on prend un carre il determine un
ncarre  Et donc il existe dans le pavage une croix qui fait face a une autre
croix a la distance n pour tout n   
 elle est au centre dun n  carre 
On en deduit que le pavage ne peut etre periodique et que le jeu de tuiles de
Robinson est aperiodique 
Mais ce jeu de tuiles de Robinson nest pas strictement un jeu de tuiles
de Wang car le jeu de tuiles forme par les deux tuiles de la gure  nen est
pas un mais on peut trouver un jeu de tuiles de Wang a peu pres equivalent 
Considerons le jeu de tuiles de la gure   Cest un jeu de tuiles de Wang si
lon considere que la couleur de chaque arete est lensemble des couples formes
par la position et la direction des  eches qui sont sur cette arete  Si on appelle la
premiere tuile de ce jeu tuile ergotee et les trois autres tuiles erodees alors les
pavages par des tuiles de ce jeu verie la contrainte sur la tuile erodee enoncee
cidessus et meme plus car le seul pavage possible par ce nouveau jeu de tuiles
est le pavage regulier de la gure  
Si lon superpose les tuiles de base et les quatre tuiles precedentes de la facon
suivante on obtient alors un jeu de tuiles de Wang globalement equivalent au
jeu de Robinson  On ne superpose sur la premiere tuile de la gure  la
tuile ergotee que des croix  Alors il est inutile de superposer des croix sur les
deuxieme et troisieme tuiles car deux croix ne peuvent etre cote a cote  On
superpose sur la derniere tuile toutes les tuiles de base  On obtient ainsi un jeu

Fig  "  Un 	carre
Fig  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de  tuiles  Le jeu ainsi obtenu est bien un jeu de tuiles de Wang  Il verie aussi
la contrainte sur lapparition de la croix puisquil verie meme une contrainte
plus forte  Comme le jeu de Robinson est aperiodique on en deduit que ce jeu
lest aussi  On a donc bien un jeu de  tuiles de Wang aperiodique 
  Preuve du theoreme de Berger
Lidee de la demonstration est de trouver dans tous les pavages possibles
a partir dun certain jeu de tuiles des zones nies aussi grandes que lon veut
dans lequel on pourra eectuer des calculs dune certaine machine de Turing 
De telles zones seront appelees zones de calcul  On pourra paver une certaine
zone de calcul si et seulement si le calcul de la machine de Turing ne sarrete pas
dans cette zone  Ainsi on pourra paver toutes ces zones de calcul arbitrairement
grandes si et seulement si cette machine de Turing ne sarrete jamais 
Considerons de nouveau les pavages obtenus a partir des cinq tuiles de base
gure  en autorisant translations rotations et re exions mais en imposant
la contrainte que la croix doit au moins apparatre dans une ligne sur deux et
le long de cette ligne une fois sur deux 
Comme nous lavons montre dans le paragraphe   chaque ncarre
a une croix en son centre et un n  carre en a un en chacun de ses coins 
Aux centres de chacun des ces n carres il y a  croix chaque croix etant
face a deux autres a la distance n  Ces croix delimitent un carre de dimension
exterieure n   et de dimension interieure n    Ce carre sera appele une
bordure de taille n ou une nbordure  Chaque paire de croix qui se font face
a une distance de n sont deux coins dune nbordure 
La seule croix dans un n  carre qui nest pas face a une autre croix
de ce carre est celle qui est au centre  Nimporte quelle autre croix determine
une kbordure avec k  n et k  n seulement pour la bordure decrite ci
dessus  Cette nbordure nintersecte donc aucune autre nbordure et la seule
bordure plus grande quelle intersecte est la nbordure dont un des coins est
le centre de la nbordure  On en deduit que deux bordures sintersectent si et
seulement si la taille de lune est deux fois celle de lautre  Pour chaque bordure
il existe une bordure deux fois plus grande et dont un des coins est le centre
de la bordure que lon sest donnee  Inversement si lon a une bordure dune
taille superieure a  alors chacun des coins de cette bordure est le centre dune
bordure de taille deux fois moindre 
Nous allons maintenant modier les cinq tuiles de bases en coloriant les
 eches decalees sur le cote en rouge ou en vert  Il y a une tuile qui nest pas
modiee  On colorie les  autres en suivant les regles suivantes 
 sur une meme
tuile on doit utiliser au plus une couleur pour les  eches verticales resp  hori
zontales  pour une croix la meme couleur doit etre utilisee horizontalement et
verticalement  pour un bras on doit utiliser deux couleurs dierentes pour les
 eches horizontales et les  eches verticales la couleur dun bras est celle de la
 eche parallele a sa  eche principale  On obtient ainsi " tuiles que lon appelle
les tuiles de base colorees 
Nous considerons maintenant les pavages du plan par des copies des tuiles
de base colorees obtenues par translations rotations et re exions qui verient

la contrainte que la croix verte doit apparatre au moins dans une ligne sur deux
et le long dune telle ligne au moins une fois sur deux  Si lon fait abstraction
des couleurs on obtient les memes pavages que precedemment 
Il est important de remarquer que chaque bordure est soit constituee de
tuiles rouges soit de tuiles vertes  La couleur dune bordure est alors celle des
tuiles qui la constitue  Deux bordures qui sintersectent sont donc de couleurs
dierentes  La contrainte sur les croix vertes fait que les bordures sont neces
sairement vertes  On en deduit quune nbordure est verte si n est impair et
rouge si n est pair 
Rouge
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Fig    Une 	zone
A partir dun pavage du plan par les cinq tuiles de base veriant la contrainte
sur la croix on peut deduire un pavage du plan par les neuf tuiles de base
colorees veriant la contrainte sur la croix verte  Il su	t de colorier les bordures
n avec du vert quand n est impair et avec du rouge quand n est pair  Si en
dehors de toute bordure il y a un ou deux corridors de bras ayant des  eches
decalees on les colorie indieremment avec lune des deux couleurs 
On ne considere maintenant plus que les bordures rouges  Elles ont des
tailles de la forme n  Deux bordures rouges ne peuvent sintersecter  Chaque
pavage contient une suite nie arbitrairement longue de bordures de taille 
       n chaque bordure etant incluse dans la suivante 
La region a linterieur dune bordure mais a lexterieur de toutes les bordures
contenues dans cette bordure sera appelee une zone  Dans une zone nous allons
nous interesser aux lignes et aux colonnes libres  ce sont les lignes ou les colonnes
qui traversent la zone de part en part sans jamais traverser les zones quelle
contient 
Il y a n colonnes et lignes libres dans une nzone  En eet soit Fn
le nombre de colonnes ou lignes libres dans une n  zone  Les positions

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Fig    Une 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des kbordure se repetent avec une periode  k  Ainsi le motif des colonnes et
lignes libres dune n  zone se retrouve au centre dune n zone  Si
lon enleve la colonne centrale les deux demimotifs se retrouvent sur les cotes 
On en deduit Fn  Fn     Comme F   on a Fn  
n   
Pour localiser les colonnes libres nous allons utiliser un nouveau marquage 
Nous allons voir ce marquage comme un signal se propageant le long des lignes
et des colonnes le signal dobstruction  Ce signal sera emis et absorbe par les
bordures rouges  Plus particulierement une arete exterieure dune tuile dune
bordure peut emettre ou absorber un signal alors quune arete interieure ne
peut quabsorber un signal 
Il apparat alors clairement quune ligne resp  colonne est libre si et seule
ment si aucun signal dobstruction ne la traverse horizontalement resp  ver
ticalement  En eet si une tuile est dans une ligne libre alors les aretes des
bordures les plus proches de cette tuile a droite comme a gauche sont toutes
deux interieures  Donc aucun signal dobstruction horizontal ne peut la traver
ser  Reciproquement si une tuile est dans une colonne non libre cela signie
que larete de la bordure la plus proche de cette tuile a droite ou a gauche
est exterieure et donc un signal dobstruction peut aller de lune des aretes a
lautre 
Donnonsnous une machine de Turing sur chaque tuile libre i e  qui ne
contient aucun signal dobstruction  Nous allons superposer chacun des signaux
de Turing des gures  a   Les tuiles qui sont libres dans une seule direction
transmettront les signaux de Turing inchanges dans cette direction  Une n
zone se comporte alors comme un carre de taille n   les colonnes et lignes
libres etant contigues  Nous imposons de plus que tout bras horizontal avec un
marquage rouge horizontal en dessous de son centre qui nabsorbe pas un signal
dobstruction sur son arete superieure emet sur cette arete le signal de Turing
s  De meme tout bras vertical avec un marquage rouge horizontal en dessous
de son centre qui nabsorbe pas un signal dobstruction sur son arete superieure
emet sur cette arete le signal de Turing qs  Nous imposons ainsi que la tuile
au centre de la bordure inferieure dune zone emet sur son arete superieure le
signal qs et que toutes les autres tuiles en bas dune colonne libre emettent sur
leurs aretes superieures le signal s  De plus nous marquons les autres tuiles
des parties gauche droite et superieure de la bordure de telle facon quelles
puissent absorber nimporte quel signal de Turing sur leurs aretes interieures 
Sous ces conditions on peut paver des zones arbitrairement grandes si et
seulement si la machine de Turing ne sarrete pas  On a donc obtenu un jeu de
tuiles qui pave le plan si et seulement si cette machine de Turing ne sarrete
pas  On a donc bien demontre le theoreme de Berger 
Nous pouvons aussi deduire de cette construction le resultat suivant 

Theoreme  	Gurevich et Koriakov 
 Le probleme du pavage perio	
dique du plan est indecidable 
En eet nous allons modier le jeu de tuiles precedent de telle sorte quil
pave le plan periodiquement si et seulement si la machine de Turing correspon
dante sarrete 

On autorise maintenant un signal qfsi ou qf  Qf a se propager jusqua
ce quil rencontre une bordure rouge  Ce signal est alors absorbe par la bordure
mais cette absorption entrane lemission de deux signaux violets le long de
la bordure rouge un vers la gauche et un vers la droite  Ces deux signaux se
propagent jusqua arriver en sens contraire au coin bas gauche de la bordure ou
ils fusionnent 
Un signal violet ne peut etre traverse par aucun autre signal  Prenons une
tuile comportant un signal violet vertical ou horizontal alors le cote interieur
de la tuile comporte les signaux habituels ceux modelisant les encoches et
ergots les signaux dobstruction et les signaux de Turing alors que le cote
exterieur est entierement vierge  Dans un coin si un signal violet entre a droite
et sort en bas alors la seule couleur que porteront les cotes haut et gauche sera
la couleur bleue 
On delimite ainsi un rectangle dont les cotes sont blancs et les coins bleus
si et seulement si la machine sarrete  Si on a ce rectangle le seul moyen de
le completer en un pavage du plan est de le reproduire pour paver le plan
periodiquement  De plus si la machine ne sarrete pas on retrouve le pavage
aperiodique vu plus haut 
Le jeu de tuiles ainsi forme donne un pavage aperiodique si et seulement si
la machine de Turing ne sarrete pas et un pavage periodique si et seulement si
elle sarrete  Le probleme du pavage periodique du plan est donc indecidable 
 Periodicite et quasiperiodicite
On sait donc dapres les theoremes   et   quil existe des jeux de tuiles
aperiodiques  On en a meme exhibe un dans la partie    Les jeux de tuiles ape
riodiques ont interesse beaucoup de logiciens physiciens theoriciens geometres
et il y a eu une sorte de competition pour reduire leur taille  Le jeu de Berger
comporte  tuiles et celui de Robinson  tuiles  Le record est actuellement
detenu par Kari et #Culik qui ont exhibe dans  un jeu aperiodique de  tuiles
dont nous allons voir la construction dans la partie   
Dolbilin a demontre un resultat dans  concernant le lien entre la cardina
lite de lensemble des pavages que donne un jeu de tuiles xe et la periodicite
dun des pavages obtenu par ce jeu de tuiles  Il a a	rme dans un cadre plus
general que celui des tuiles de Wang que si lensemble des pavages donnes par
un certain jeu de tuiles est au plus denombrable alors ce jeu de tuiles donne au
moins un pavage periodique  Nous allons voir dans la partie   une demons
tration plus simple de ce resultat dans le cadre particulier des pavages par des
tuiles de Wang 
Il est interessant de noter que la plupart des jeux de tuiles aperiodiques
exhibes comme celui de Robinson par exemple donne toujours des pavages qui
ont une certaine forme de regularite  Cela nous a amene a nous pencher sur le
probleme de la quasiperiodicite qui est une forme de regularite qui generalise
la notion de periodicite  Nous nous attarderons donc sur cette notion dans la
partie   
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 Le jeu de tuiles aperiodique de Kari et Culik
Soit r un reel on notera par brc sa partie entiere  Pour mener a bien notre
preuve nous allons introduire une representation particuliere des reels la re
presentation equilibree  Soit  un reel on introduit dabord la suite biinnie
dentiers A constituee des parties entieres des multiples de  

i Z Ai  bi  c
On denit alors la suite biinnie B par
i Z Bi  Ai Ai 
Cette suite biinnie sera appelee la representation equilibree de   Cette repre
sentation equilibree est en fait une suite de deux entiers en eet si k    k
alors B est une suite de k et de k   De plus les moyennes des soussuites
nies de B tendent vers  quand les longueurs de ces soussuites tendent
vers linni  On a par exemple 
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Nous allons maintenant introduire des machines sequentielles qui denissent
des relations sur des chanes de caracteres biinnies  Nous les utiliserons pour
multiplier des reels en representation equilibree et plus tard nous montrerons
quelles sont isomorphes a des jeux de tuiles 
Une machine sequentielle est un quadruplet M  K $ %   ou K est
lensemble des etats $ est lalphabet dentree % est lalphabet de sortie et
  K  $  %  K est lensemble des transitions  La machine M peut etre
representee par un graphe oriente etiquete avec pour sommets les elements de
K et avec une arete du sommet q vers le sommet p etiquetee par a  b pour
chaque q  a  b  p dans  
La machine M calcule une relation M entre des suites biinnies de
symboles  Une suite biinnie x sur un ensemble S est une fonction x 
 Z 
S  On notera xi par xi  Des suites biinnies x et y respectivement sur les
alphabets dentree et de sortie sont en relation par M si et seulement sil
existe une suite biinnie s detats de M telle que pour tout i  Z il y a une
transition de si  vers si etiquetee par xi  yi 
Pour un rationnel positif donne q  n
m
 construisons une machine sequen
tielle Mq qui multiplie un reel en representation equilibree B par q  Les etats
deMq representeront toutes les valeurs possibles de qbrcbqrc pour tout r  R 
Comme
qbrc    qr   bqrc  qr  qbrc  
on a
q  qbrc  bqrc  
"
Comme les valeurs possibles de qbrc  bqrc sont des multiples de 
m
 elles sont
parmi les n m  elements de
S  f
n  
m
 
n 
m
   
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m
 
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On choisit S comme ensemble des etats de Mq  
Construisons maintenant les transitions de Mq   Il y a une transition de
letat s  S avec le symbole dentree a et le symbole de sortie b vers letat
s  qa  b si un tel etat existe  Sil ny a pas detat s  qa  b alors aucune
transition de s avec letiquette a  b nest necessaire  Apres avoir lu les en
trees Bi  Bi  et ecrit les sorties Bqi  Bqi  la machine est
dans letat si   qAi   Aqi   S  Sur lentree du symbole Bi la
machine sort Bqi et passe dans letat
si   qBi Bqi  qAi   qBi  Aqi  Bqi
 qAi  Aqi
 si  S
La machine est construite de telle facon que cette transition est possible  Cela
montre que si B est une suite sur les symboles dentree et Bq une suite
sur ceux de sortie alors B et Bq sont en relation par Mq 
-1-2 0
0,1 0,1
1,21,2
0,2
1,1
Fig    La machine sequentielle M 
La machine sequentielle M de la gure  est construite de cette facon pour
multiplier par  en utilisant f  g comme alphabet dentree et f  g comme
alphabet de sortie  Cela signie que B et B sont en relation par M
pour tout reel  veriant      et      cest a dire pour tout
reel   

   

  De meme M  

 representee sur la gure  est construite avec
f    g comme alphabet dentree et f  g comme alphabet de sortie  B et
B
 
 sont en relation par M  

 pour tout      
Notre but est diterer les machines M et M   en empechantM   detre utili
see plus de deux fois consecutives  Pour cela il faut modier M  

en introduisant
un nouveau symbole dentreesortie  et en changeant son diagramme en celui
de la gure   La machine ainsi obtenue est appelee M   

  On renomme aussi 

1_
20
1,0
1,1
0,00,0
2,12,1
Fig    La machine sequentielle M  

 
1_
2
1,0
1,1
2,12,1
0’
1,0’
0’,00’,0
Fig    La machine sequentielle M   

 
letat  pour que les ensembles des etats deM etM

 

soient disjoints  Ainsi on
peut considerer la reunion de M et M

 

comme une seule machine sequentielle
M  
Il su	t maintenant de construire une bijection entre les jeux de tuiles et
les machines sequentielles qui traduit les proprietes des jeux de tuiles en des
proprietes des calculs des machines sequentielles 
Un jeu T de tuiles dont les aretes gauche et droite sont dans Cgd et les
aretes haut et bas sont dans Chb sera represente par la machine sequentielle
M  Cgd  Chb  Chb   ou s  a  b  t   si et seulement si la tuile s  a  b  t est
dans T voir gure  
b
s t
a
Fig    La tuile s  a  b  t correspondant a la transition s
a b
  t
Deux suites biinnies x et y sont en relation par M si et seulement sil
existe une ligne de tuile dont les aretes superieures forment la suite x et les
aretes inferieures la suite y  Ainsi il y a une bijection entre les pavages du plan
et les iterations biinnies de la machine sequentielle sur des suites biinnies 
Nous dirons que la tuile de la gure  multiplie par q si aq  s  b t 
Notons T et T  

les jeux de tuiles representant les machines M et M   

 

Les tuiles de T resp  T  

 multiplient par  resp  par 
 
  Le jeu de tuiles
T  T  T  

contient les  tuiles de la gure  
1_
2
1_
2
1_
2
1_
2
1_
2
1_
2
1_
2
0 0
0
0
0
0
0
0
0 0
0’
0’0’ 0’ 0’
0’ 0’
0’
0’
0’
1 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
-2 -2 -2
-2
-1
-1
-1
2 2
2
2 1
2
Fig    Un jeu aperiodique de 
 tuiles
Theoreme  	KariCulik
 Le jeu de tuiles T est aperiodique 
Preuve  Montrons dabord que lon peut paver le plan avec des tuiles de T 
A partir dune entree B pour   

   la machine sequentielle M calcule
B si   

   

 et B
 
 si    

    Dans les deux cas la machine peut etre
appliquee a nouveau en prenant pour entree la sortie precedente et ce autant
de fois que lon veut  Inversement si   

   alors il existe une entree B

 ou
B qui est en relation par M avec B  On choisit comme entree B


si  	  et B si     On peut ainsi iterer autant de fois la    reciproque 
de M   On en deduit que lon peut construire un pavage du plan par des tuiles
de T a partir de nimporte quelle suite biinnie B avec   


   
Montrons maintenant quaucun de ces pavages peut etre periodique  Sup
posons en eet que lon ait un pavage periodique f de periode horizontale a et
de periode verticale b  On peut verier quil ny a pas de pavages pour b   ou
  On peut donc supposer que b 	   Comme au plus deux lignes successives de
tuiles peuvent etre constituees de tuiles de T  

 on peut supposer que la ligne 
est faite de tuiles de T  Notons ni la somme des couleurs des aretes superieures
des tuiles f  i f  i     fa  i  Comme a est la periode horizontale de f 
la couleur de larete gauche de f  i est la meme que celle de la tuile fa  i
et donc ni  qini ou qi   si les tuiles de la ligne i sont dans T et qi 

 
si
elles sont dans T  

  Comme b est la periode verticale de f 
n  nb  qqqb   n  
Comme des tuiles de T sont utilisees dans la ligne  et comme il ny a pas de 
sur les aretes superieures des tuiles de T alors n 
   On a donc qqqb   
ce qui est impossible car un produit de  et de 
 
ne peut valoir  
Le jeu T est donc aperiodique   

  Cardinalite dune famille de pavages et periodicite
Dans cette partie nous demontrons dans le cadre des pavages par des tuiles
de Wang le resultat de Dolbilin theoreme   qui dit que si lensemble des
pavages donnes par un certain jeu de tuiles est au plus denombrable alors
ce jeu de tuiles donne au moins un pavage periodique  Dans le meme genre
didees nous donnons un resultat legerement plus fort que celui de Dolbilin le
theoreme   qui dit que si on a un jeu de tuiles et un motif qui apparat dans
un nombre au plus denombrable de pavages obtenus a partir de ce jeu de tuiles
alors un des pavages donnes par ce jeu est periodique 
Soit T un ensemble de tuiles de Wang soit T lensemble des pavages du
plan obtenus a une translation pres avec des tuiles de T   On appelle kcarre
un carre bien pave de taille k    k    On note Ckf lensemble des
kcarres qui apparaissent dans le pavage f et CkT lensemble des kcarres qui
apparaissent dans un pavage de T   Un scarre Cs est stable si et seulement si
pour tous points P  P  ou Cs apparat on a 

k 	 s Ck apparat en P  Ck apparat en P 
Soient k  l deux entiers tel que k  l et CkCl deux carres Ck  Cl si et
seulement sil existe un point P tel que Ck et Cl apparaissent en P  
C
C C C
C ...........C
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...
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0 0 0
1
1
1 1 1
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3
2
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C2 21
2 n
...
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..
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C
C
0
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f
Fig  !  La foret Gf dun pavage f  
Introduisons le graphe oriente inni Gf dont les sommets sont dans
S
k C
k
T  
Il y a une arrete de Ck vers Cl si et seulement si l  k et Ck  Cl  Le graphe
oriente Gf est une foret nie darbres innis dont les racines sont les tuiles de
T apparaissant dans f gure !  Le sousarbre au dessous dun carre stable
dans Gf est une chane innie sans branches 
Lemme  Si f  est un pavage extrait de f alors le graphe Gf   est un sous	
graphe de Gf  
Preuve  A partir de chaque chane innie dans Gf  on peut construire un pavage
f  extrait de f dont le graphe contient cette chane  Inversement a partir de
chaque pavage extrait de f  on peut construire une chane innie incluse dans
Gf    

Lemme  Supposons que T est au plus denombrable  Soit f  T   Alors il y
a un nombre denombrable de chanes innies dans Gf  
Preuve  Supposons quil existe un pavage f tel quil existe un nombre non
denombrable de chemins dans Gf   Considerons une famille cxxRde chemins
distincts dans Gf 

x  R cx  C

x  C

x    C
k
x  
A partir de chaque chane cx on peut construire un pavage fx par le procede
dextraction diagonale  Ce pavage est necessairement egal a une translation
pres a un autre pavage de T   Soit 	 la fonction qui a x associe le couple
forme par cet autre pavage et par la translation qui permet de passer de fx
a ce pavage  La fonction 	 va de R dans un ensemble denombrable elle est
donc necessairement non injective  Donc il existe x  y  R  tel que x 
 y et
	x  	y alors on a k  N Ckx  C
k
y soit cx  cy  On arrive donc a une
contradiction car toutes les chanes cx etaient distinctes   
Corollaire  Supposons que T est au plus denombrable  Soit f  T   Alors
pour tout carre Ck  Ckf  il existe un carre stable C
s  Csf tel que C
k  Cs 
Preuve  Supposons quil existe un pavage f et un carre Ck  Ckf qui nadmet
pas dextension stable  Alors pour un carre Cl tel que Ck  Cl il existe deux
carres distincts Cl et Cl tel que Cl  Cl et Cl  Cl  Ceci implique
que Ck a une innite non denombrable de chanes dextensions distinctes 
 Ck 
Ck     ce qui est en contradiction avec le resultat du lemme     
Lemme  Si un carre Cs stable apparat une seule fois dans un pavage f 
alors on peut construire un pavage f  extrait de f ou Cs napparat pas 
Preuve  Comme Cs apparat une seule fois dans f  on peut construire des motifs
carres de plus en plus grands qui ne contiennent pas Cs  Appliquons le pro
cede dextraction diagonale a cette famille de motifs cf  la demonstration du
lemme    On obtient alors un pavage f  ou Cs napparat pas  Soit Ck  Ckf   
alors il existe un motif carre de f qui contient Ck et donc Ck  Ckf    
Remarque Soit Ck  Ckf    alors il existe un motif carre de f qui contiennent
Ck et donc Ck  Ckf   La foret Gf   est alors une sousforet de Gf 
 Gf    Gf   On
en deduit que si C est stable pour f et apparat dans f  alors C est stable pour
f  
Lemme  Si T est au plus denombrable il existe un pavage et un carre stable
dans ce pavage qui apparat au moins deux fois 
Preuve  Soit f un pavage et Gf son graphe associe  Sil existe un carre stable de
f qui apparat au moins deux fois alors le lemme es verie  considerons donc
le cas ou toutes les classes stables de f apparaissent une seule fois dans f   On
construit alors une suite de pavages f indexee par des ordinaux 
& f  f

& si  a un predecesseur et si tous les carres stables de f  napparaissent
quune seule fois dans f  alors f est le pavage obtenu en appliquant le
lemme   au pavage f  et a son carre stable de profondeur minimale
dans le graphe Gf   on sait que ce carre existe dapres le corollaire   
& si  est un ordinal limite et si f est deni pour tout 
   alors f est
le point daccumulation de la famille f dont le graphe est Gf  T
Gf  
Supposons que f  soit deni alors Gf  
   Lorsque lon passe de Gf  
a Gf  on enleve au moins un sommet  Pour passer de f a f  on a donc enleve
un nombre non denombrable de sommets ce qui signie que lon a un nombre
non denombrable de sommets dans Gf  ce qui est en contradiction avec le fait
quil ny a quun nombre denombrable de chemins dans Gf lemme    Donc
il existe 
   tel que f ait un carre stable qui apparat  fois   
Theoreme  Si T est au plus denombrable il existe un pavage de T qui est
periodique 
Preuve  Comme T est au plus denombrable il existe un pavage f  T et un
carre C stable dans f qui apparat en deux points distincts P  Q  Alors comme
C est stable la translation de vecteur
 
PQ laisse invariant le pavage  On sait
dapres le theoreme   quil existe alors un pavage periodique   
La reciproque de ce theoreme est bien sur fausse  En eet il su	t de prendre
un jeu de tuiles aperiodique celui de Kari et #Culik par exemple et dy ajouter
un jeu de tuiles donnant au moins un pavage periodique une tuile blanche
par exemple  On a alors un jeu de tuiles donnant un nombre non denombrable
de pavages mais dont lun deux est periodique  Ceci nous amene a a	ner le
resultat precedent pour tenir compte de ce genre de cas de gure  On obtient
alors le resultat suivant 
Theoreme  Si un motif M apparat dans un nombre au plus denombrable
mais non nul de pavages de T  alors il existe un pavage de T qui est perio	
dique 
Preuve  Soit f  T un pavage ouM apparat  Supposons queM soit un kcarre 
Considerons le sousarbre GMf de Gf de racineM   Comme il existe un nombre au
plus denombrable de pavages contenant M on sait quil y a un nombre au plus
denombrable de chanes innies dans ce sousarbre GMf   Il su	t de reprendre
la demonstration du lemme   en ne considerant que le sousarbre issu de M  
On en deduit alors que pour tout carre Ck  Ckf tel que M  C
k il existe un
carre stable Cs tel que Ck  Cs cf  la demonstration du corollaire    On va
essayer de construire un pavage de T qui contienne M et qui possede un carre
stable contenant M qui apparaisse deux fois  Si f satisfait cette propriete on
a notre pavage sinon on construit une suite de pavages f indexee par des
ordinaux 
& f  f

& si  a un predecesseur et si tous les carres stables de f  napparaissent
quune seule fois dans f  alors il existe un carre stable C tel que M 
C et qui est minimal au sens de la profondeur pour cette propriete 
f est le pavage obtenu en appliquant le lemme   au pavage f  et au
carre stable C 
& si  est un ordinal limite et si f est deni pour tout 
   alors f est
le point daccumulation de la famille f contenant M dont le graphe
est Gf  
T
Gf  
Supposons que f  soit deni alors G
M
f 

   Lorsque lon passe de GMf  
a GMf  on enleve au moins un sommet  Pour passer de f a f  on a donc enleve
un nombre non denombrable de sommets  ce qui signie que lon a un nombre
non denombrable de sommets dans GMf  ce qui est en contradiction avec le fait
quil ny a quun nombre denombrable de chemins issus de M   Donc il existe

   tel que f a un carre stable contenant M qui apparat  fois  On en
deduit que lon peut construire un pavage periodique contenant M    
 Quasiperiodicite
Nous introduisons donc une generalisation de la notion de periodicite quest
la quasiperiodicite et que nous denissons cidessous  Le resultat important que
nous demontrons dans cette partie est le theoreme   qui dit que tout jeu de
tuiles donne au moins un pavage quasiperiodique  Cela signie que pour un jeu
de tuiles donne il existe toujours un pavage presentant une certaine regularite 
Denition  Un pavage est quasiperiodique si et seulement si pour tout mo	
tif apparaissant dans le pavage il existe un entier N tel que tout carre de taille
N N contient ce motif 
Un pavage est alors non quasiperiodique si et seulement sil existe un motif
tel que pour tout entier N  il existe un carre de taille N  N qui ne contient
pas ce motif  Un tel motif est appele motif critique 
Lemme  Soit T un jeu de tuiles et f un pavage non quasiperiodique dont
un des motifs critiques est A alors il existe un pavage fA avec des tuiles de T
dans lequel le motif A napparat pas 
Preuve  Dapres la denition si f est non quasiperiodique alors il existe une
famille de carres de taille n  n pour n  N qui ne contiennent pas le motif A 
En appliquant le processus dextraction diagonale a cette famille de carres on
obtient un pavage du plan avec des tuiles de T qui ne contient pas le motif A
cf  la demonstration du lemme     
Lemme  Soit f un pavage non quasiperiodique A un motif critique de a
et B un motif qui ne contient pas A  On a alors les proprietes suivantes 
 i si B apparat dans fA alors il apparat dans f 

 ii si B est critique dans fA alors il lest dans f  
Preuve  Si B apparat dans fA cela signie quil existe un carre de a qui contient
B et donc B apparat dans f   On a donc i  Si B est critique dans fA alors
B apparat dans f dapres i et si N  N il existe un carre de taille N N
dans fA ou B napparat pas  or ce carre dapres i apparat aussi dans f  
On en deduit que B est critique pour f    
Theoreme  Tout jeu de tuiles donne au moins un pavage quasiperiodique 
Preuve  Soit T un jeu de tuiles qui nadmet que des pavages non quasiperio
diques  Considerons un pavage f par des tuiles de T  ce pavage est non quasipe
riodique  Considerons lensemble A des motifs critiques minimaux de f qui ne
contiennent aucun autre motif critique 
 cet ensemble est au plus denombrable
car lensemble des motifs est denombrable  Considerons une enumeration re
cursive et croissante avec la taille des motifs de A 
 A    An   Construisons
la suite 

f  f
fn  fn AF n 
ou F n  minkjAk critique dans an  On a F    et F n 	 n   
Supposons que A est ni de cardinal N  alors la suite fn a au plus N
elements  Le dernier pavage de la suite ne contient aucun des Ak il ne peut
donc pas etre non quasiperiodique Lemme    A est donc necessairement
inni 
Soit 	 un point daccumulation de la suite fnnN  	 est un pavage conve
nable du plan avec des tuiles de T   Supposons que 	 soit non quasiperiodique 
Soit B un motif critique de 	  Comme 	 est point daccumulation il existe k
tel que B  fk alors dapres le lemme   B  f 
Soit N un entier naturel comme B est critique pour 	 il existe un carre de
taille N N de  qui ne contient pas B  de plus comme 	 est point daccumu
lation il existe k tel que fk  contient ce carre alors dapres le lemme    ce
carre apparat aussi dans f  On en deduit que B est un motif critique de f 
Donc il existe   N tel que A  B  Pour tout l 	  A napparat pas
dans fl car F l 	   alors A napparat pas dans 	 ce qui contredit le
fait que 	 est point daccumulation  Donc 	 est quasiperiodique   
Conclusion
Nous avons donc vu au cours de cette etude deux jeux de tuiles perio
diques  Ces deux jeux de tuiles ont chacun leur propre interet  En eet ils
sont construits de deux manieres completement dierentes et ils sont pas perio
diques pour des raisons fondamentalement dierentes  La construction du jeu
de Robinson est purement geometrique alors que celle de Kari et #Culik est basee
sur des proprietes arithmetiques des nombres reels  On peut aussi remarquer
que les pavages quils fournissent ne sont pas du tout semblables  Les pavages

de Robinson presentent une grande regularite car ils sont autosimilaires ils
sont en particulier tous quasiperiodiques ce qui nest peutetre pas le cas des
pavages de Kari et #Culik qui sont beaucoup moins reguliers 
Dans la partie consacree aux problemes de denombrements on a introduit
une facon dassocier a un pavage une foret dont on peut deduire un arbre la
racine de cette arbre est lensemble vide et les ls de cette racine sont les
racines des arbres qui constituent la foret  Si lon se donne maintenant un jeu
de tuiles on peut lui associer larbre obtenu en fusionnant les arbres associes
a chacun des pavages que nous donne ce jeu de tuiles  Ces arbres sont un outil
puissant que lon na pas tout a fait ni dexploiter pour etudier les pavages  En
eet il reste quelques problemes ouverts  Peuton avoir nimporte quelle forme
darbres' Si non questce qui caracterise un arbre obtenu a partir dun jeu de
tuiles' Peuton obtenir un arbre recursif dont toutes les branches innies sont
non recursives ' Si oui cela signierait que lon peut obtenir un jeu de tuiles
qui ne donne que des pavages non recursifs 
Nous avons aussi vu que tout jeu de tuiles donne au moins un pavage quasi
periodique  Pour chaque jeu de tuiles il existe une fonction qui a chaque motif
fait de tuiles de ce jeu associe le minimum sur tous les pavages quasiperio
diques de la taille des carres ou ce motif apparat toujours  Nous nous sommes
demande si cette fonction est recursive  Si elle letait cela signierait quil existe
une preuve constructive de ce que lon a demontre de facon non constructive
dans la partie   consacree a la quasiperiodicite  Si au contraire la reponse
etait non cela signierait que les pavages quasiperiodiques que lon obtient ne
sont pas tres reguliers meme sils ne sont pas chaotiques 
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